
كتاب شب امتحان رياضی (3) دوازدهم از ۴ قسمت اصلی به صورت زير تشكيل شده است:
1) آزمون های نوبت اول: آزمون های شمارۀ ۱ تا ۴ اين كتاب مربوط به مباحث نوبت اول است كه خودش به دو قسمت تقسيم می شود:

الف) آزمون های طبقه بندی شده: آزمون های شمارۀ ۱ و ۲ را فصل به فصل طبقه بندی كرده ايم؛ بنابراين شما به راحتی می توانيد پس از خواندن 
هر فصل از درس نامه تعدادی سؤال را بررسی كنيد. حواستان باشد اين آزمون ها، ۲۰ نمره ای و مثل يک آزمون كامل هستند. در كنار سؤال های 

اين آزمون ها نكات مشاوره اى نوشته ايم. اين نكات به شما در درس خواندن قبل از امتحان و پاسخگويی به آزمون در زمان امتحان كمک می كند.
ب) آزمون های طبقه بندی نشده: آزمون های شمارۀ ۳ و ۴ را طبقه بندی نكرده ايم تا دو آزمون نوبت اول، مشابه آزمونی كه معلمتان از شما خواهد گرفت، ببينيد. 
2) آزمون های نوبت دوم: آزمون های شمارۀ ۵ تا ۱۲ از كل كتاب و مطابق امتحان پايان سال طرح شده اند. اين قسمت هم، خودش به ۲ بخش تقسيم می شود:

الف) آزمون های طبقه بندی شده: آزمون های شمارۀ ۵ تا ۸ را كه به ترتيب امتحان های نهايی خرداد و شهريور ۱۴۰۰ و دی ۱۴۰۰ و ۱۴۰۱ است 
هم طبقه بندی كرده ايم. با اين كار باز هم می توانيد پس از خواندن هر فصل تعدادی سؤال مرتبط را پاسخ دهيد. هر كدام از اين آزمون ها، ۲۰ نمره 

دارند؛ در واقع در اين بخش، شما ۴ آزمون كامل را می بينيد. اين آزمون ها نكات مشاوره اى دارند.
ب) آزمون های طبقه بندی نشده: آزمون های شمارۀ ۹ تا ۱۲ را طبقه بندی نكرده ايم؛ پس، در اين بخش با ۴ آزمون نوبت دوم، مشابهِ آزمون پايان 

سال مواجه خواهيد شد. اين آزمون ها به ترتيب امتحان های نهايی خرداد ۱۴۰۱، خرداد ۱۴۰۲، شهريور ۱۴۰۱ و شهريور ۱۴۰۲ هستند.
3) پاسخ نامۀ تشريحی آزمون ها: در پاسخ تشريحی آزمون ها، همۀ آن چه را كه شما بايد در امتحان بنويسيد تا نمرۀ كامل كسب كنيد، برايتان نوشته ايم.

4) درس نامۀ كامل شب امتحانی: اين قسمت، برگ برندۀ شما نسبت به كسانی است كه اين كتاب را نمی خوانند  . در اين قسمت، همۀ آن چه را 
كه شما برای گرفتن نمرۀ عالی در امتحان رياضی (۳) نياز داريد، در ۱۷ صفحه آورده ايم، بخوانيد و لذتش را ببريد! 

يك راهكار: موقع امتحان های نوبت اول می توانيد از سؤال های فصل های اول تا چهارم آزمون های ۵ تا ۸ هم استفاده كنيد.

صفحۀ صفحۀ     
پاسخ نامه آزمون  نوبت     

۲۴  ۳ اول  (طبقه بندی شده)   آزمون شمارۀ ۱ 

۲۶  ۵ اول  (طبقه بندی شده)  آزمون شمارۀ ۲ 

۲۸  ۷ اول  (طبقه بندی نشده)  آزمون شمارۀ ۳  

۳۰  ۸ اول  (طبقه بندی نشده)  آزمون شمارۀ ۴  

۳۲  ۹ دوم  (طبقه بندی شده)  آزمون شمارۀ ۵ نهايی خرداد 1400  

۳۳  ۱۱ دوم  (طبقه بندی شده)  آزمون شمارۀ ۶ نهايی شهريور 1400 

۳۴  ۱۳ دوم  (طبقه بندی شده)  آزمون شمارۀ ۷ نهايی دی 1400 

۳۶  ۱۵ دوم  (طبقه بندی شده)  آزمون شمارۀ ۸ نهايی دی 1401  

۳۷  ۱۸ دوم  (طبقه بندی نشده)  آزمون شمارۀ ۹ نهايی خرداد 1401  

۳۸  ۲۰ دوم  (طبقه بندی نشده)  آزمون شمارۀ ۱۰ نهايی خرداد 1402  

۴۰  ۲۲ دوم  آزمون شمارۀ ۱۱ نهايی شهريور 1401  (طبقه بندی نشده) 

۴۱  ۲۳ دوم  (طبقه بندی نشده)  آزمون شمارۀ ۱۲ نهايی شهريور 1402  

٤٣ درس نامۀ توپ برای شب امتحان   

كتاب شب امتحان رياضی (3) دوازدهم از ۴ قسمت اصلی به صورت زير تشكيل شده است:
1) آزمون های نوبت اول: آزمون های شمارۀ ۱ تا ۴ اين كتاب مربوط به مباحث نوبت اول است كه خودش به دو قسمت تقسيم می شود:

الف) آزمون های طبقه بندی شده: آزمون های شمارۀ ۱ و ۲ را فصل به فصل طبقه بندی كرده ايم؛ بنابراين شما به راحتی می توانيد پس از خواندن 
هر فصل از درس نامه تعدادی سؤال را بررسی كنيد. حواستان باشد اين آزمون ها، ۲۰ نمره ای و مثل يک آزمون كامل هستند. در كنار سؤال های 

نكات مشاوره اىاين آزمون ها نكات مشاوره اىاين آزمون ها نكات مشاوره اى نوشته ايم. اين نكات به شما در درس خواندن قبل از امتحان و پاسخگويی به آزمون در زمان امتحان كمک می كند.
آزمون های شمارۀ ب) آزمون های طبقه بندی نشده: آزمون های شمارۀ ب) آزمون های طبقه بندی نشده: آزمون های شمارۀ ۳ و ۴ را طبقه بندی نكرده ايم تا دو آزمون نوبت اول، مشابه آزمونی كه معلمتان از شما خواهد گرفت، ببينيد. 
۲ از كل كتاب و مطابق امتحان پايان سال طرح شده اند. اين قسمت هم، خودش به ۲ از كل كتاب و مطابق امتحان پايان سال طرح شده اند. اين قسمت هم، خودش به ۲ بخش تقسيم می شود: ۱۲ تا ۱۲ تا ۱۲ ۵ آزمون های شمارۀ ۵ آزمون های شمارۀ ۵ 2) آزمون های نوبت دوم:

الف) آزمون های طبقه بندی شده: آزمون های شمارۀ ۵ تا ۸ را كه به ترتيب امتحان های نهايی خرداد و شهريور ۱۴۰۰ و دی ۱۴۰۰ و ۱۴۰۱ است 
هم طبقه بندی كرده ايم. با اين كار باز هم می توانيد پس از خواندن هر فصل تعدادی سؤال مرتبط را پاسخ دهيد. هر كدام از اين آزمون ها، ۲۰ نمره 

نكات مشاوره اى آزمون كامل را می بينيد. اين آزمون ها نكات مشاوره اى آزمون كامل را می بينيد. اين آزمون ها نكات مشاوره اى دارند. دارند؛ در واقع در اين بخش، شما ۴
ب) آزمون های طبقه بندی نشده: آزمون های شمارۀ ۹ تا ۱۲ را طبقه بندی نكرده ايم؛ پس، در اين بخش با ۴ آزمون نوبت دوم، مشابهِ آزمون پايان 

سال مواجه خواهيد شد. اين آزمون ها به ترتيب امتحان های نهايی خرداد ۱۴۰۱، خرداد ۱۴۰۲، شهريور ۱۴۰۱ و شهريور ۱۴۰۲ هستند.
در پاسخ تشريحی آزمون ها، همۀ آن چه را كه شما بايد در امتحان بنويسيد تا نمرۀ كامل كسب كنيد، برايتان نوشته ايم.) پاسخ نامۀ تشريحی آزمون ها: در پاسخ تشريحی آزمون ها، همۀ آن چه را كه شما بايد در امتحان بنويسيد تا نمرۀ كامل كسب كنيد، برايتان نوشته ايم.) پاسخ نامۀ تشريحی آزمون ها: در پاسخ تشريحی آزمون ها، همۀ آن چه را كه شما بايد در امتحان بنويسيد تا نمرۀ كامل كسب كنيد، برايتان نوشته ايم. 3

4) درس نامۀ كامل شب امتحانی: اين قسمت، برگ برندۀ شما نسبت به كسانی است كه اين كتاب را نمی خوانند  . در اين قسمت، همۀ آن چه را 
كه شما برای گرفتن نمرۀ عالی در امتحان رياضی (۳) نياز داريد، در ۱۷ صفحه آورده ايم، بخوانيد و لذتش را ببريد! 

يك راهكار: موقع امتحان های نوبت اول می توانيد از سؤال های فصل های اول تا چهارم آزمون های ۵ تا ۸ هم استفاده كنيد.

صفحۀ صفحۀ     
پاسخ نامه آزمون  نوبت     

۲۴ ۳ اول  (طبقه بندی شده)   آزمون شمارۀ ۱ 

۲۶ ۵ اول  (طبقه بندی شده)  آزمون شمارۀ ۲ 

۲۸ ۷ اول  (طبقه بندی نشده)  آزمون شمارۀ ۳  

۳۰ ۸ اول  (طبقه بندی نشده)  آزمون شمارۀ ۴  

۳۲ ۹ دوم  (طبقه بندی شده)  نهايی خرداد 1400 آزمون شمارۀ ۵

۳۳ ۱۱ دوم  (طبقه بندی شده)  نهايی شهريور 1400 آزمون شمارۀ ۶

۳۴ ۱۳ دوم  (طبقه بندی شده)  نهايی دی 1400 آزمون شمارۀ ۷

۳۶ ۱۵ دوم  (طبقه بندی شده)  نهايی دی 1401 آزمون شمارۀ ۸

۳۷ ۱۸ دوم  (طبقه بندی نشده)  نهايی خرداد 1401   آزمون شمارۀ ۹

۳۸ ۲۰ دوم  (طبقه بندی نشده)  1402نهايی خرداد 1402نهايی خرداد 1402   آزمون شمارۀ ۱۰

۴۰ ۲۲ دوم  نهايی شهريور 1401 (طبقه بندی نشده)  آزمون شمارۀ ۱۱

۴۱ ۲۳ دوم  (طبقه بندی نشده)  1402نهايی شهريور 1402نهايی شهريور 1402   ۱۲آزمون شمارۀ ۱۲آزمون شمارۀ ۱۲

٤٣ درس نامۀ توپ برای شب امتحان   

شهريور و دینوبت دومنوبت اولشمارۀ فصل 

٧٢٣فصل اول

٥٢٣فصل دوم

٥٢٢فصل سوم

فصل چهارم
٣١تا صفحۀ ٧٦

٥
٤-صفحۀ ٧٧ به بعد

٣/٥٣-فصل پنجم

٣/٥٢/٥-فصل ششم

٢١/٥-فصل هفتم

٢٠٢٠٢٠جمع
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kheilisabz.comمدت آزمون: ۱۲۰ دقيقهرشته: علوم تجربیرياضی (۳)

نمرهنوبت اول پايۀ دوازدهم رديف

درستی يا نادرستی جملات زير را بررسی كنيد:۱

) هيچ گاه برقرار نيست. )( ) ( )( )fog x gof x== f تساوی g¹¹ الف) برای دو تابع f و g با شرط آن كه
f برابر نيست. x( ) 2 در حالت كلی با برُد تابع 1f x( )-- ب) برُد تابع

۱

f را رسم كنيد سپس بازه هايی را كه در آن ها تابع اكيداً صعودی، ۲ ابتدا نمودار تابع 
اكيداً نزولی يا ثابت است، مشخص كنيد.
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۱/۵

y را بررسی كنيد، سپس در صورت امكان، ضابطه و نمودار تابع وارون آن را به دست آوريد.۳ x== --2 ۱/۲۵با رسم نمودار، وضعيت يكنوايی تابع1

y را رسم كنيد.۴ f x== -- --( ) y و f x== 1

2
2( ) y داده شده است. نمودار توابع f x== ( ) نمودار تابع

 

۱

g ضابطه و دامنۀ تابع fog را به دست آوريد. ۵ x x x( ) ( )== --1 f و x x
x

( ) == ++
--
1

1

2

2
۱برای دو تابع

f را رسم كرده سپس دامنه اش را طوری محدود كنيد كه يک به يک شود، در نهايت با در نظر گرفتن اين دامنه، ضابطۀ وارون f را ۶ x x x( ) == --2 2 نمودار تابع
به دست آوريد.

۱/۲۵

22 مقادير سينوس، كسينوس و تانژانت را بدست آوريد. ۷ 5/  ۱/۵برای زاويۀ 

] قرار دارند، تعيين كنيد.۸ , ]0 4pp cos را حل كنيد. جواب هايی را كه در بازۀ ( cos )x x4 9 5-- == -- ۱/۲۵معادلۀ مثلثاتی

در جای خالی، عبارت مناسب قرار دهيد:۹

] واقع می باشد، برابر با ............... است. , ]0
2

pp cos كه در بازۀ sin2 2 3

2
x x-- == جواب معادلۀ

۰/۲۵

f است. با دقت در شكل نمودار و تشخيص دورۀ ۱۰ x a bx c( ) sin== ++ نمودار مقابل مربوط به تابع
تناوب و مقادير ماكزيمم و مينيمم تابع، ضابطۀ آن را مشخص كنيد.

 

۱

۱مثلثی با مساحت ۹ سانتی متر مربع مفروض است. اگر اندازۀ دو ضلع آن به ترتيب ۲ و ۱۸ سانتی متر باشند، آن گاه چند مثلث با اين خاصيت ها می توان ساخت؟۱۱

حاصل حدود زير را به دست آوريد: ۱۲
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۲/۵

بازم  اگه  با رسم نمودارهای مختلف سروکار داشتين، ولی  از سال دهم  شما 
يادتون رفته چه طوری نمودار توابع رو رسم کنيد به درس نامۀ آخر اين کتاب 

يه نيگا بندازين.

ولی نمی دونيم  رو   cos22 5/  و  sin22 5/  مقدارهای ما 
استفاده   2a فرمول های از  پس  بلديم،  رو   cos45 و  sin45

می کنيم.

در حل معادلۀ مثلثاتی توجه کنيد که بايد فقط يک نسبت مثلثاتی ايجاد کنيم.

در اين جور نمودار ها بايد به min ،max، دورۀ تناوب و هم چنين نمودار 
استاندارد sin x و cos x توجه کنيد.

کسر  مخرج  و  غيرصفر  عددی  کسر،  صورت  اگر  کسری،  توابع  حد  محاسبۀ  در 
 0- +0 می شود يا صفر شد بايد نوع صفر رو تعيين کنيد يعنی بايد ببينيد مخرج
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kheilisabz.comمدت آزمون: ۱۲۰ دقيقهرشته: علوم تجربیرياضی (۳)

نمرهنوبت اول پايۀ دوازدهم رديف

با توجه به جدول زير می توان گفت:۱۳
x برابر است با ............... . ®® ++¥¥ الف) حد تابع f وقتی

x برابر است با ............... . ®® --¥¥ ب) حد f وقتی

x

f x x

--¥¥ ¬¬ -- -- ®® ++¥¥

== ¬¬ ®®

1000 100 0 100 1000

1( )       

 

۱

برای هر شكل، يک عبارت حدی مناسب بنويسيد.۱۴

(الف(ب

۱/۵

. مختصات نقاط B و C را به دست آوريد.۱۵ f ( )4 18== ¢¢ و ==f ( )4 2 برای تابع f در شكل مقابل داريم:

 

۱/۵

بنويسيد. ۱۶ x == 3 f را در نقطۀ x( ) را به دست آوريد. سپس معادلۀ خط مماس بر نمودار  f '( )3 f باشد به كمک تعريف مشتق، مقدار x x x( ) == −− ++2
4 ۱/۵با فرض آن كه 

جمع نمرات موفق باشيد   ۲۰
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kheilisabz.comمدت آزمون: ۱۲۰ دقيقهرشته: علوم تجربیرياضی (۳)

نمرهنوبت دوم پايۀ دوازدهم ـ نهايی خرداد ۱۴۰۲رديف

درستی يا نادرستی عبارت های زير را مشخص كنيد.۱
الف) بی شمار تابع وجود دارد كه هم صعودی و هم نزولی است.

f است. x x( ) | |== --2 2 ) يک نقطه گوشه ای برای تابع , )1 1 ب) نقطۀ

پ) هر نقطۀ اكسترمم نسبی تابع، يک نقطۀ بحرانی آن تابع است.

۰/۷۵

در جاهای خالی عبارت مناسب قرار دهيد.۲

) برابر با ............... است. )( )fof --1
5 f باشد، مقدار x x( ) == ++ --3 2 1 الف) اگر

C باشند، آن گاه B ،A و C يک افراز روی مجموعۀ اعداد طبيعی است. == ب) اگر A مجموعۀ اعداد طبيعی اول و B مجموعۀ اعداد طبيعی مركب و ......
y برابر ............... است. f x== ( )2 y می باشد. نقطۀ متناظر آن روی نمودار تابع f x== ( ) ) روی نمودار تابع , )--2 4 پ) نقطۀ

۰/۷۵

، آن گاه:۳ g x x( ) == -- 1 f و x x( ) == ++ 1 اگر
الف) دامنۀ تابع fog را با استفاده از تعريف به دست آوريد.

ب) ضابطۀ تابع fog را بنويسيد.

۱/۲۵

y است. حاصل ab را بيابيد.۴ a bx== ++sin 1 نمودار زير قسمتی از نمودار تابع

 

۱/۲۵

) مشخص كنيد.۵ , )0 pp cos را در بازۀ cos2 0x x-- == ۰/۷۵جواب(های) معادلۀ مثلثاتی

lim وجود دارد؟ چرا؟۶ [ ]x x®® ++ --1

1
1 ۰/۵آيا مقدار

حدهای زير را در صورت وجود محاسبه كنيد.۷
lim (الف

x

x
x®®

--
--1

3

1

1
 

lim (ب | sin |x

x
x®® --

--
0

2  

lim (پ
x

x x
x x®®--¥¥

++
--

3 4
2 5

3
 

۱/۵

f¢¢ است؟۸ ( )2 lim چند برابر ( ) ( ) ( )
x

f x g x g x
x®®

--
--2

3

2
با توجه به نمودارهای توابع f و g، حاصل

 
۱

مشتق توابع زير را به دست آوريد. (ساده كردن مشتق الزامی نيست.)۹
f (الف x x x( ) ( )( )== ++ ++3 2 4

3  

g (ب x x
x( ) == -- ++

--
7 1

6

2

 

h (پ x x( ) ( )== --2 1
5 4  

۲/۲۵

] است؟۱۰ , ]--2 0 ، چند برابر آهنگ تغيير متوسط آن در بازۀ x == 2 f در نقطه ای به طول x x x( ) == ++ ++2 5 1
2 ۱/۵آهنگ تغيير لحظه ای تابع



۲۱

kheilisabz.comمدت آزمون: ۱۲۰ دقيقهرشته: علوم تجربیرياضی (۳)

نمرهنوبت دوم پايۀ دوازدهم ـ نهايی خرداد ۱۴۰۲رديف

f در آن صعودی اكيد باشد را با استفاده از جدول تغييرات بيابيد.۱۱ x x x( ) == -- ++ ++2 6 11
3  كه تابع ۱/۵بزرگ ترين بازه از

پنجره ای به شكل يک مستطيل و نيم دايره ای بر روی آن داريم، به طوری كه قطر نيم دايره برابر با پهنای مستطيل است. اگر محيط اين پنجره ۶ متر باشد، ابعاد ۱۲
آن را طوری بيابيد كه بيشترين نوردهی را داشته باشد.

۱/۷۵

)A می باشد:۱۳ , )1 6 F¢¢ و يک رأس قطر بزرگ آن ( , )1 1 )F و , )1 5 در بيضی مقابل، كانون ها به مختصات
 

الف) فاصلۀ كانونی و مختصات مركز بيضی را بنويسيد.
ب) معادلۀ قطر كوچک بيضی را بنويسيد.

¢¢ را به دست آوريد. ¢¢B FF پ) مساحت مثلث

۱/۷۵

) مماس خارج باشند، مقدار m را بيابيد.۱۴ ) ( )x y m-- ++ ++ ==2 1
2 2 2 x و y x y2 2

2 4 1 0++ ++ -- ++ == ۱/۷۵اگر دو دايره به معادله های

همۀ ۱۵ اگر  دارند.   ۱۸ بالای  معدلی   ،B مدرسۀ  دانش آموزان  درصد   ۱۵ و   A مدرسۀ  دانش آموزان  درصد   ۳۵ دارد.  دانش آموز   B مدرسۀ  برابر  سه   A مدرسۀ 
دانش آموزان هر دو مدرسه در يک محوطه حاضر باشند و به تصادف يكی از آن ها را انتخاب كنيم:

الف) با چه احتمالی فرد انتخابی از مدرسۀ A و با چه احتمالی از مدرسۀ B است؟
ب) با چه احتمالی فرد انتخابی، معدلی بالای ۱۸ دارد؟

۱/۷۵

جمع نمرات موفق باشيد   ۲۰
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ولی - 1  f g¹ آن که با  باشند،   g x
x

( ) = 1 و  f x x( ) = اگر مثلاً  نادرست؛  الف( 
fog برقرار است و هر دو تابع fog و gof با هم برابر می شوند: gof= تساوی

 ( ) ( ) ( ) ( )fog x gof x
x

= = 1  

. [ , ]0 2 2 برابر است با 1f x( )- ] باشد برُد , ]0 1 f برابر با x( ) ب( درست، مثلاً اگر برُد
ابتدا با توجه به هر ضابطه و دامنهء مربوط به آن، تک تک نمودارها را به روش نقطه یابی - 2

رسم می کنیم، سپس صعودی یا نزولی  بودن یا ثابت بودن هر یک را بررسی می کنیم:

f x

x x
x
y

x y

x x
x
y

( )=

< Þ
- -
- -

£ £ Þ =

- > Þ

ì

í

ï
3

0
0 1 2

0 1 8

1 0 1 1

1 1
1 2

0 1

 Â£ÎH  ôi
ïï
ï

î

ï
ï
ï  

 [ , ]0 1 ) اکیداً صعودی و در بازهء , )1 + ¥ ) و , )-¥ 0 واضح است که تابع در بازه های
ثابت است.

را - 3 نمودار  افقی،  هر خط  مقابل،  به شکل  توجه  با 
تابع،  این  پس  می کند؛  قطع  نقطه  یک  در  حداکثر 

یک به یک است. لذا وارون پذیر هم می باشد.
ضمناً تابع، اکیداً صعودی است.

y را برحسب x حال برای به دست آوردن تابع وارون، باید
بنویسیم. ضمناً توجه دارید که وارون تابع نمایی، یک 

تابع لگاریتمی است و برعکس.
y :یافتن تابع وارون yx x= - Þ = +2 1 2 1  

 ´TÄnI«²  ýoö  »j  pH
.´ÄoÃ¬ïÂ¶    ÁI¹L¶  nj2 2

2¾ ®¾¾¾¾¾¾ =log x llog ( )
2

1y + Þ = +x ylog ( )
2

1  

 IÀoÃûT¶  ´wH  ®ÄkLU
o«Äk§Ä  ¾M¾ ®¾¾¾¾¾ = +-y x x1

2
1( ) log ( )  

log2 را 1 واحد به  x برای رسم نمودارy-1 باید نمودار
چپ حرکت دهیم:

به خط نسبت  را   y x= -2 نمودار1 قرینهء  )یا می توانیم 
y رسم کنیم(. x=

f باید طول تمام - 4 x( )2 ] می باشد. حالا برای یافتن دامنهء , ]-5 4 f برابر x( دامنهء تابع(

] خواهد بود. زیرا: , ]- 5

2

4

2
f به صورت x( )2 نقاط را بر 2 تقسیم کنیم؛ یعنی دامنهء تابع

 - £ £ ¾ ®¾ - £ £¸
5 2 4

5

2
2

2x x  

 Hn  óI£º  Ï¼ö
 .´Ã¹¨ïÂ¶  þ~º  →

Hn  óI£º  Æoø
.´Ã¹¨ïÂ¶  þ~º   →

y را رسم می کنیم: f x= - -( ) حالا نمودار

  ¾M  SLvº  ¾¹Äo¤
IÀ   n¼d¶x¾ ®¾¾¾¾

¾M  SLvº  ¾¹Äo¤
IÀ   n¼d¶ y →

ابتدا دامنهء توابع f و g را جداگانه به دست می آوریم. می دانید دامنهء توابع گویا به - 5

به  رادیکالی  توابع   و دامنهء  - ={ } 0 á¾²jI÷¶  ÁIÀï¾zÄn با برابر است   �
�

شکل

. ³0  برابر است با جواب نامعادلهء
Z»p

شکل

f x x
x

x x( ) = +
-

¾ ®¾¾¾ - = Þ =1

1

1 0 1

2

2

2 2¾¹¶Hj ¸TÎIÄ  

 Þ = ± Þ = - ±x Df1 1 { }  

 g x x x x x( ) ( ) ( )= - ¾ ®¾¾¾ - ³1 1 0
¾¹¶Hj  ¸TÎIÄ ¸ÃÃ÷U  Ï»k]

S¶°ø¾ ®¾¾¾¾ £ £0 1x

 D x D g x D x xfog g f

x x

= Î Î = £ £ - ¹ ±

-

{ | ( ) } { x | ( )

( )

0 1 1 1

2

1

 ·H¼U  ¾M ¸ÃÎoö
¹¹

¯
<
¯
Î

1

0D

x �

� ��� ��� }  

 Þ = £ £ Î =D x xfog { | } [ , ]0 1 0 1  

 ( )(x) (g(x))
( ( ))
( ( ))

fog f g
g

x x
x x

= =
+

-
=

+ -

- -

1

1

1 1

1 1

2

2

2

2
 

6 - y x x x b
aS= - Þ = - =

- -
=2

2
2

2

2 1
1

( )
( )

)طول رأس(  

حالا عدد به دست آمده را در تابع سهمی قرار می دهیم تا عرض رأس هم به دست آید:
 y x x yx

s= −  → = − = −=2 1 2
2 1 2 1 1( ) عرض رأس  

)S است.  , )1 1- پس مختصات رأس به صورت
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اگر دو ضلع و زاویهء بین آن ها از مثلثی را داشته باشیم )مانند شکل زیر( می توانیم - 11
مساحت آن را به دست آوریم.

Þ =SeIv¶ S a b x1

2
. .sin

با توجه به اطلاعات مسئله، داریم:

 1
2

2 18 9
9

18

1

2 6

1

1

´ ´ ´ = Þ = = =

¯

sin sin sinx x p

a

 

 Þ
= + ¾ ®¾¾ =

= + - = + ¾ ®¾¾ =

ì

í
ï

î
ï

=

=

x k x

x k k x

k

k

2
6 6

2
6

2
5

6

5

6

0

0

p p p

p p p p p p
 

پس مسئله دو جواب دارد، یعنی 2 مثلث با خواص ذکرشده وجود دارند.

12 - lim
x

x x x
x x®-

- - +

+ +
=

2

3 2

2

10

3 2

0

0
الف( 

) تقسیم می کنیم.  )x + 2 ) است؛ پس صورت و مخرج را بر )x + 2 عامل صفرشونده
البته مخرج به راحتی به کمک اتحاد جمله مشترک قابل تجزیه است:

 x x x x2
3 2 2 1+ + = + +( ) ( )  

x تقسیم می کنیم: + 2 حالا صورت کسر را بر
x x x

x x

x x

x x
x
x

x

x

3 2

3 2

2

2

2

10

2

3 10

3 6

5 10

5 10

0

2- - +

- +

- - +

- - -
+

- +

+

-( )

( )

( )

33 5x +

 

 Þ =
+ - +

+ +®-
oÊº  jn¼¶  ke lim

( ) ( )
( ) ( )x

x x x
x x2

2
2 3 5

2 1
 

=
- - - +

- +
=

-
= -

( ) ( )2 3 2 5

2 1

15

1
15

2

 

 lim lim lim ( )
t t t

t
t t

t
t

t
®-¥ ®-¥ ®-¥

-
+

= - = - = - ´ -¥ = +¥1 9

2

9 9

1
9

3

2

3

2
ب( 

پ( اگر به جای xها 1 بگذاریم، مخرج کسر صفر می شود، لذا باید حد چپ و راست را 
جداگانه محاسبه کنیم:

 lim
( )

( )
( )x

x
x® + ++ -

= = = +¥
1

3 3

4

1

4 1

0

4

0

 

 lim
( )

( )
( )x

x
x® - -- -

= = = -¥
1

3 3

4

1

4 1

0

4

0

 

ببینیم - 13 تا  می کنیم  جایگزین  را  داده شده  اعداد   f x
x

( ) = 1 تابع در   x جای  به 

مقادیر تابع به سمت چه عددی نزدیک و نزدیک تر می شوند.

x

f x
x

-¥ ¬ - - ® +¥

= ¬ - -

1000 100 0 100 1000

1
0 0 001 0 01 0 01( ) / / /½kzºïþÄo÷U 00 001 0/ ®

 

پس نتیجه می گیریم که:
)الف lim ( )

x
f x

®+¥
=0 )ب  lim ( )

x
f x

®-¥
=0  

از هر عدد - 14  f تابع  از سمت چپ به 2 نزدیک می شود، عرض نقاط   x الف( وقتی 
مثبتی بزرگ تر می شود، لذا:

lim ( )
x

f x
® -

= +¥
2

 

x2 مثبت است:  ضمناً سهمی min دارد، چون ضریب
 f ،تعریف کنیم [ , )1 + ¥ اگر مثلاً دامنه را به صورت
یک به یک خواهد شد که در این صورت خواهیم داشت:

y x x y= - - Þ - = +( ) ( )1 1 1 1
2 2  

 nm]¾ ®¾¾ - = ± + ¾ ®¾¾ - = +³x y x yx1 1 1 11  

 Þ = + + ¾ ®¾¾¾¾¾ = + +-x y f x x1 1 1 11IÀoÃûT¶  ´wH  ®ÄkLU
o«Äk§Ä  ¾M ( )  

22 را نمی دانیم ولی نسبت های مثلثاتی 2 برابر آن یعنی - 7 5/  نسبت های مثلثاتی
2α استفاده می کنیم: 45 را می دانیم لذا از فرمول های

cos sin cos sin //
2 1 2 45 1 2 22 5

2 22 5 2a a a= - ¾ ®¾¾¾ = -= 

   

 Þ = - Þ = -2

2
1 2 22 5 2 22 5 1

2

2

2 2sin / sin /   

 Þ = - Þ = -
2 22 5

2 2

2
22 5

2 2

4

2 2sin / sin /   

nm]
´ÄoÃ¬ïÂ¶¾ ®¾¾¾ = - = -sin /22 5

2 2

4

2 2

2

  

 cos / sin /2 2
22 5 1 22 5 1

2 2

4

2 2

4

 = − = − − = +  

 nm] → = + = +cos /22 5
2 2

4

2 2

2

  

 tan / sin /
cos /

22 5
22 5

22 5

2 2

2

2 2

2

2 2

2 2

2 2

2 2







= =

-

+
= -

+
= -

+
 

8 -4 9 5 0
2cos cosx x- + =  

 4 9 5 0 4 81 80 1
2 2t t b ac- + = Þ = - = - =D cos خواهیم داشت:  x t= با فرض

 Þ = ± = ± Þ
= = >

= =

ì

í
ï

î
ï

t
t

t

9 1

2 4

9 1

8

10

8

5

4
1

8

8
1

( )

¡ ¡ ù
 

)�سینوس یک زاویه نمی تواند بزرگ تر از 1 باشد.(

t x x k

x

x

k

k

k

= Þ = Þ =

¾ ®¾¾ = Î

¾ ®¾¾ = Î

¾ ®¾¾

=

=

=

1 1 2

0 0 4

2 0 4

0

1

2

cos

[ , ]

[ , ]p

p

p p

xx = Î

ì

í
ïï

î
ï
ï 4 0 4p p[ , ]

 

9 -cos sin cos2 2 2x x x- =   ، p
12

Þ = = Þ = ±cos cos2
3

2 6
2 2

6
x x kp p p  

¸ Î
¾ ®¾ = ± ¾ ®¾¾¾ =2

0
2

12 12
x k x

x
p p p

p[ , ]
 

p است؛ - 10 min و هم چنین دورهء تناوب برابر با = 1 max و = 7 با توجه به شکل،
بنابراین:

 
T

b
b b= = Þ = Þ = ±2 2 2p p

| |
| |

 
ضمناً توجه کنید که مقدار c  همواره برابر است با میانگین max و min، لذا:

max ,min= = Þ = + =7 1
7 1

2
4c  

max | | | | | |= + Þ + = Þ = Þ = ±a c a a a4 7 3 3  

 a = -3 b یا = 2 a و = 3 با توجه به شکل a و b هر دو باید هم علامت باشند، لذا:
y می باشد. x= +3 2 4sin ، ولی ضابطهء تابع در هر دو حالت به شکل b = -2 و



26

¥+ نزدیک می شود، مقادیر تابع g به عدد 1 نزدیک و نزدیک تر  ب( وقتی x به سمت

lim ( )
x

g x
®+¥

= 1 می شوند، لذا: 

f¢ همان شیب خط مماس - 15 ( )4 در نقطهء A خط بر منحنی تابع مماس است، لذا
) می باشد، لذا ابتدا معادلهء خط مماس  , )4 18 است، مختصات نقطهء A هم که به شکل

را می نویسیم:

 y y m x x y x
A

x
y

m- = - ¾ ®¾¾¾ - = -

®
®
=1 1

4

18

2

1

1
18 2 4( ) ( )  

 Þ = - + Þ = +y x y x2 8 18 2 10  

 Þ

¾ ®¾¾ = + = Þ

¾ ®¾¾ = + = Þ

ì

í

ï
ï

î

ï
ï

=

=

x

x

y C

y B

3

5

2 3 10 16
3

16

2 5 10 20
5

20

( )

( )
 

16 -¢ =
-
-®

f a f x f a
x ax a

( ) lim ( ) ( )  

Þ ¢ =
-
-

= - + -
-

=
® ®

f f x f
x

x x
xx x

( ) lim ( ) ( ) lim3
3

3

4 3

33 3

2

 

lim ( ) lim ( )( )
x x

x x
x

x x
x® ®

- - +
-

=
- - -

-
= -

3

2

3

4 3

3

3 1

3
2  

m معادلهء خط را می نویسیم:  = −2 )A و  , )3 3 حالا به کمک
y y m x x y x- = - Þ - = - -

1 1
3 2 3( ) ( )  
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هم - 1 باشند،  یکسان  عرض  دارای  نقطه   2 حداقل  آن  در  که  تابع  هر  درست:  الف( 
. f x( ) = 3 صعودی و هم نزولی است. مانند تابع

ب( نادرست: نقطهء گوشه ای، نقطه ای است که مشتق چپ و راست تابع در آن نقطه، دو 
x پیوسته است؛ پس به سراغ مشتق آن می رویم: = عدد مختلف شوند. تابع f در نقطهء1

 f x
x x

x x x
( ) =

- - £ £

- < - >

ì
í
ï

îï

2 2 2
2 2 2

2

2 IÄ
 

 Þ ¢ =
- - £ £

< - >

ì
í
ï

îï
f x

x x

x x x
( )

2 2 2
2 2 2IÄ

 

 ) - 2 2 و f¢ قرار دارد و یکی از نقاط مرزی دامنه )نقاط x در دامنهء بالایی = عدد1
x با هم برابرند: = نیست؛ پس مشتق چپ و مشتق راست f در1

 ¢ = ¢ = - = -+ -f f( ) ( ) ( )1 1 2 1 2  
x نقطهء گوشه ای تابع f نیست. = پس1

پ( درست
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f وارون f باشد، داریم:-22 -1 الف( 5: می‌دانیم اگر
 
( )( )

( ) ( )

fof x x x D

f of x x x D
f

f

-

-

= Î

= Î

ì
í
ï

îï

-
1

1

1 �

 D
f -1 البته این 5 باید متعلق به ) برابر خود 5 می‌شود که  ) ( )fof -1

5 پس حاصل
باشد که هست. )در تابع f اگه به جای f عدد 5 رو بذارید، مقداری برای x پیدا می‌شه؛ 

f هست.( -1 پس ۵ معلق به دامنهء
ب( }1{: شرط این‌که سه مجموعهء B ،A و C یک افراز روی مجموعهء اعداد طبیعی 
باشند، این است که اولاً این مجموعه‌ها دو‌به‌دو هیچ اشتراکی با هم نداشته باشند، ثانیاً 
 A = { , , , , , , }2 3 5 7 11 13   شود:� اجتماع آن‌ها برابر
 B = { , , , , , , , }4 6 8 9 10 12 14  �
 Þ =A B∪ …{ , , , , , , , , , }2 3 4 5 6 7 8 9 10 �

 برابر خواهد شد. A با B C  } باشد، آن‌گاه }1 پس مجموعهء C اگر برابر با
، طول نقاط بر عدد k تقسیم می‌شوند؛  f kx( ) f به x( : می‌دانیم در تبدیل( ( , )-1 4 پ(
2- را بر 2 تقسیم می‌کنیم که برابر1- می‌شود ولی عرض  لذا طول نقطهء داده‌شده یعنی

) است. , )-1 4 f برابر x( )2 آن تغییری نمی‌کند، لذا نقطهء متناظر روی نمودار
D به دست -33 x D g x Dfog g f= Î Î{ | ( ) الف( می‌دانیم دامنهء fog از فرمول{

می‌آید؛ لذا خواهیم داشت:
 D x x x xfog = Î - ³ - = Î ³ = + ¥{ | } { | } [ , ) 1 1 0 0 �

 ( ) ( ) ( ( ))fog x f g x g x x= = + = - + =1 1 1 ب(�
4p است؛ لذا:-44 از روی نمودار می‌فهمیم که دورهء تناوب برابر
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. ab = -1 شود؛ پس منفی  باید   a b´ لذا  ،max بعد  دارد   min اول  نمودار   چون 
)یا a رو منفی بگیرید یا b ولی نه هم‌زمان(.

55- x k= ±2 p a شکل به   cos cosx = a معادلهء کلی  جواب‌های  می‌دانیم 
 cos cos2 2 2x x x k x= Þ = ±p ؛ لذا داریم:� ( )kÎ می‌باشد
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= - Þ =
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x k x x k

x k x x k
p p

p p �

x اگر به k عدد 1 را k= 2

3

p )  جوابی ندارد. در معادلهء , )0 p x در بازهء k= 2 p  معادلهء

p قرار دارد. 2 می‌رسیم که بین صفر و
3

p بدهیم، به جواب

x تعریف نشده است.-66 f در همسایگی راست1= x x( ) [ ]=
-

1
1 خیر ـ زیرا تابع

در مخرج-77 است.  مبهم  که  00 می‌رسیم  به قرار دهیم،  را   1 xها  به جای  اگر  الف( 
x3 مشاهده می‌کنیم به خاطر وجود فرجهء ۳ می‌فهمیم که باید از اتحاد چاق و 

1-

) فرض می‌کنیم: )a b- ) را همان )x3 1- لاغر استفاده کنیم؛ یعنی الان

 ( ) ( )a b a ab b a b- + + = -2 2 3 3 �
a ضرب می‌کنیم: ab b2 2+ + حالا صورت و مخرج کسر را در
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sin0 است ولی چون الان مخرج کسر صفر شده، باید مشخص کنیم  0= ب( می‌دانیم
 sin زاویه‌ای در ربع چهارم است و x ؛ پس x ® -0 -0. گفته شده +0 می‌شود یا که
 ،0+  آن عددی منفی است ولی به خاطر وجود قدرمطلق می‌گوییم جواب مخرج می‌شود،

lim لذا خواهیم داشت:
| sin |x

x
x® +-

- = - = -¥
0

2 2

0

�

، از صورت و مخرج، جملات پرتوان را انتخاب می‌کنیم و بقیه را  x ® -¥ پ( چون
حذف می‌کنیم:
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99-
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تغییر 1010 آهنگ  و   ¢f a( ) برابر  x a= نقطهء در   f لحظه‌ای  تغییر  آهنگ  می‌دانیم 

f است؛ بنابراین:  b f a
b a
( ) ( )-

-
] برابر با , ]a b متوسط f در بازهء

¢ = + Þ ¢ =f x x f( ) ( )4 5 2 13 �
f f( ) ( )
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بازهء ، 13 برابر آهنگ تغییر متوسط آن در  x = پس آهنگ تغییر لحظه‌ای تابع در نقطهء2
] است. , ]-2 0

¢ را حل می‌کنیم تا نقطه یا نقاط بحرانی )در صورت وجود( 1111 =f x( ) 0 ابتدا معادلهء
به دست بیایند. سپس مشتق را تعیین علامت می‌کنیم. در هر بازه‌ای که مشتق مثبت 
 ¢ = - + = Þ = ±f x x x( ) 6 6 0 1

2 باشد، تابع f صعودی اکید است:�
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-
¢ - + -
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] صعودی اکید است. , ]-1 1 پس تابع در بازهء

1212 r یک شکل فرضی برای سؤال رسم می‌کنیم. اگر شعاع نیم‌دایره
2r خواهد بود: باشد، عرض مستطیل

�
= محیط پنجره 6 �

 2 2 6
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2
h r r h r r+ + = Þ = - -p p �

برای بیشترین نوردهی باید بیشترین مساحت را داشته باشیم لذا:
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F¢ برابر 1313 الف( مختصات کانون‌ها را داریم. می‌دانیم طول نقطهء O با طول نقاط F و
است؛ لذا طول آن برابر با 1 است. عرض نقطهء O هم برابر می‌شود با:

O عرض =
+ ¢

= + = =
F F Æoø  Æoø

2

5 1

2

6

2
3 �

 O هم برابر است با فاصلهء c مقدار . 2c ¢FF برابر است با از طرفی فاصلهء کانونی یعنی
 FF c¢ = = ´ =2 2 2 4 تا F، یعنی عدد 2؛ لذا:�
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 O و ¢B ¢BB پاره خطی افقی است. از طرفی عرض نقاط B و ب( قطر کوچک یعنی
y است. = 3 ¢BB برابر برابر ۳ است؛ لذا معادلهء

¢OB یعنی b را به دست می آوریم: پ( ابتدا اندازهء

 a b c b b b2 2 2 2 2 2 2
3 2 5 5= + Þ = + Þ = Þ =  

 S OB FF
W±X¶  SeIv¶ = ¢´ ¢ = ´ =

2

5 4

2
2 5  

14 - OO r r¢ = + ¢ ابتدا مرکز و شعاع هر دو دایره را به دست می آوریم، سپس از رابطهء
 x y x y2 2

2 4 1 0+ + - + = استفاده می کنیم: 

 Þ - - Þ - Þ -O a b O O( , ) ( , ) ( , )
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2 2  

 OO r r m m¢ = + ¢ Þ = + Þ = -3 2 2 3 2 2| | | |  
 Þ = ± -m ( )3 2 2  

m قابل قبول است. = -3 2 ولی m باید مثبت باشد؛ پس فقط2

15 - P A P B( ) , ( )= =3

4
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4
الف( 

ب( می توانیم از روش نمودار درختی استفاده کنیم:
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يک  باشد  f x ax bx kx cn n( ) = + + + +-1
 شكل  به  ضابطه اش  كه  تابع  هر 

a است.) ¹ 0 تابع چندجمله ای از درجۀ n نام دارد.(n عدد صحيح نامنفی و
f يک تابع چندجمله ای از درجۀ ۴ است.  x x x( ) = - +5 8 1

4 مثلاً تابع 

تابع  يک  f x ax bx cx d( ) = + + +3 2 تابع  تابع درجه۳: 

y مورد  x= 3 . البته در كتاب درسی، تابع ( )a ¹ 0 درجه۳ است
توجه قرار گرفته كه نمودار آن به  طور تقريبی به شكل رو به رو است:
¾¹¶Hj joÔM ==  ,  

نمودار كمک  به  را   y x2
3

3== -- -- و  y x1
3

2 1== -- ++( ) توابع نمودار   
y رسم كنيد. x== 3

واحد   ۲ را   x3 نمودار بايد   y1نمودار رسم  برای   
به راست و سپس ۱ واحد به بالا انتقال دهيم كه به نمودار 

رو به رو می رسيم:

 

محور  به  نسبت  را   x3 نمودار ابتدا   y2 نمودار رسم  برای 
انتقال  پايين  به  واحد   ۳ را  آن  می كنيم سپس  قرينه  xها 

می دهيم:

 

x3 است،  x2 بزرگ تر از می دانيد كه اگر x هر عددی بين صفر و يک باشد، حاصل
x3 x3 است ولی در بقيۀ x های مثبت، نمودار x2 بالاتر از ) نمودار , )0 1 پس در بازۀ

x2 است. بالاتر از
x2 مثبت و  در xهای منفی هم كه واضح است مقدار

x2 بالاتر است. x3 منفی است، پس نمودار مقدار

 

در تابع f اگر با افزايش مقادير x مقادير y هم مرتباً 
مانند  است  صعودی  اكيداً   f يابند، می گوييم  افزايش 

تابع رو به رو:
 x x y y

2 1 2 1
> ⇒ >  

حالا اگر با افزايش مقادير x مقادير y زياد شوند ولی 
 f بعضی نقاط نمودار، هم عرض باشند، می گوييم تابع

صعودی است مانند تابع رو به رو:
  x x y y

2 1 2 1
> Þ ³  

اكنون به كمک تعاريف قبل، می توانيد تابع اكيداً نزولی و تابع نزولی را خودتان تعريف كنيد.

  x x y y
2 1 2 1
> ⇒ <  

  x x y y
2 1 2 1
> ⇒ ≤  

پس تابع مربوط به شكل (۱) اكيداً نزولی و تابع مربوط به شكل (۲)  نزولی است.
می باشد.  y k= ثابت تابع  است،  نزولی  هم  و  صعودی  هم  كه  تابعی  تنها   

 ( )kÎ

يکنوا کردن تابع با محدودکردن دامنه
ضمناً ممكن است تابعی در كل دامنۀ خود، نه صعودی باشد نه نزولی ولی در بازه هايی 

از دامنه اش صعودی و در بازه هايی نزولی باشد؛
بازۀ در  تابع  اين  رو به رو:  شكل  مانند 

هم   و  (هم  صعودی  ثابت   [ , ]- -4 1

 [ , )6 ¥ ] و , ]-1 2 نزولی)، در بازه های
اكيداً   [ , ]2 6 بازۀ در  و  نزولی  اكيداً 
دامنۀ خود  ولی در كل  است.  صعودی 
] نه صعودی است نه نزولی. , )− +∞4

 توابع زير را رسم كرده و بازه هايی كه در آن ها تابع صعودی، نزولی يا ثابت 
(خرداد ۹۰) است را مشخص كنيد. 

y (الف x== 1 y (ب  x== -- 1  

(پ f x
x x

x
x x

( ) ==
++ << --

-- << <<
-- >>

ìì

íí
ïï

îî
ïï

1 2

1 2 1

2 1

 

y (الف
x

= ¾ ®¾¾¾¾¾¾1 kÄIM Hn ÍMIU ¸ÄH nHj¼µº
´Ã{IM Éÿe

، نه صعودی و  ) اكيداً نزولی است ولی دركل , )0 + ¥ ) و , )-¥ 0 تابع در بازه های
نه نزولی است.
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y (ب
x

y x x= −  →1 1IÀ IÄIÀ n¼d¶ ¾M SLvºHn  nHj¼µº
´Ã¹¨ïÂ¶ ¾¹Äo¤

، نه صعودی  ) اكيداً صعودی است ولی دركل , )0 + ¥ ) و , )-¥ 0 تابع در بازه های
و نه نزولی است.

f (پ x
x x

x
x x

x
y

x
y

( ) =
+ < - Þ

- < <
- > Þ

ì

í
ï

î
ï

- -
- -

- -

1 2

1 2 1

2 1

2 3

1 2

1 2

2 4

   

) اكيداً صعودی، در  , )-¥ - 2 پس تابع f در بازۀ
) ثابت(هم صعودی، هم نزولی) و در  , )-2 1 بازۀ

) اكيداً نزولی است. , )1 + ¥ بازۀ

fog Dg باشند، تركيب توابع f و g را با نمادهای Dfو اگر f و g دو تابع با دامنه های
gof نمايش می دهيم و خواهيم نوشت: و

y fog x f g x x D g x Dfog g f= = = Î Î( ) ( ) ( ( )) , D { | ( ) }

y gof x x D f x Dgof f g= = = Î Î( ) ( ) g(f(x)) , D { | ( ) }  

باشد،   g == --{( , ),( , ),( , )}1 3 2 7 5 9 و  f == {( , ),( , ),( , )}3 4 7 8 5 2 اگر  
(خرداد ۸۹) fog را تشكيل دهيد.  تابع

1 3 4

2 7 8

5 9

1 4 2 8

g f

g f

g f

fog

 →  →

−  →  →

 →  →










⇒ = −



{( , ) , ( , ))}

!SvÃº  â¾¹¶Hj nj kÃ¹¨ S¤j9 f

 

fog می توان گفت: ضمناً با توجه به جواب به  دست آمده برای
( ) ( ) , ( ) ( )fog fog1 4 2 8= - =  
توابع دامنۀ  الف)  مفروض اند.   g x

x(x) == ++
--
2

1
و   f x x( ) == --4 2 توابع  

) را محاسبه كنيد. )( )gof
f g--

0 را بيابيد. پ) gof gof را تعيين كنيد. ب) ضابطۀ   g ،f و

f (الف x x x( ) = −  → − ≥4 4 0
2 2¾¹¶Hj ¸ÃÃ÷U  

Þ £ Þ - £ £x x2
4 2 2  

g x x
x

x x Dg( ) { }= +
-

¾ ®¾¾¾ - = Þ = Þ = -2

1
1 0 1 1

¾¹¶Hj ¸ÃÃ÷U
  

D x D f x Dgof f g= Î Î{ | ( ) }  

= Î - - Î - = -

- ¹ ¾ ®¾¾¾ ¹±

{ [ , ] | { } } [ ,x x

x x

2 2 4 1 2
2

4 1 3
2
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2 ·H¼U ¾M

22 3] { }- ±  

) (ب ) ( ) ( ( ))gof x g f x x

x
= = − +
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4 2
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f g

gof
f g

g f
−
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−
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4
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به دست آيد. سپس جواب  fog ابتدا كل تابع g را در تابع f به جای xها قرار می دهيم تا
fog كه در فرض به ما داده شده مساوی قرار می دهيم تا g به  دست آيد. آن را با

g را بيابيد.  x( باشد، ضابطۀ تابع( ( )( )fog x x== 1 f و x x
x( ) ==

++1  اگر
(خرداد ۸۷)  
( ) ( ) f(g(x)) ( )

( )
( )
( )

fog x g x
g x

g x
g x x

= =
+

¾ ®¾¾¾
+

=1 1
1ÆoÎ ¢Lö  

Þ = + Þ - =x g x x g x g x
g x

( ) g(x) ( ) ( )
( )

1 1
pH n¼T¨IÎ

� ��� ���  

Þ - = Þ =
-

g x
x

( ) (x ) g(x)1 1 1
1  

از اين رابطه x را برحسب t پيدا  ، سپس  g x t( ) = در اين صورت فرض می كنيم كه
fog كه به ما داده شده قرار می دهيم. درنهايت t را به x تبديل می كنيم. كرده و در رابطۀ
به  را   f x( ) تابع آن گاه   ، ( )( )fog x x x== --3 7

2 و  g x x( ) == --2 6 اگر  
 دست آوريد.

( ) ( ) ( ( )) ( ) xfog x f g x f x x
t

= Þ - = -2 6 3 7
2



 
 

2 6 2 6
6

2
x t x t x t- = Þ = + Þ = +  

¯IM ÍMIU nj¾ ®¾¾¾ = + - +f t t(t) ( ) ( )3
6

2
7

6

2

2  

x t f x x¾M ®ÄkLU¾ ®¾¾¾¾ = + - +(x) ( ) ( )3
6

2
7

6

2

2  

نمودار تابع f را به صورت مقابل فرض كنيد:

  

: y f x k= +( )  برای رسم نمودار
k واحد به سمت چپ می بريم.  ← نمودار را  >k 0  اگر 

k واحد به سمت راست  ← نمودار را  <k 0  اگر 
می بريم. 

 f x( ) ، نمودار  y f x= +( )2 مثلاً برای رسم تابع 
را ۲ واحد به چپ منتقل می كنيم: 

  

 : y f x k= +( )  برای رسم نمودار 
k واحد به سمت بالا می بريم. ← نمودار را  >k 0  اگر 

پايين  سمت  به  واحد   k را  نمودار   ← <k 0 اگر   
می بريم.

 f با توجه به نمودار اوليۀ y f x= +( ) 3 مثلاً برای رسم
كافی است نمودار f را ۳ واحد به بالا حركت دهيم:

را   f نمودار  است  كافی   y f x= -( ) رسم برای   
نسبت به محور yها قرينه كنيم (انعكاس دهيم):

 



۴۵

را   f نمودار  است  كافی   y f x= - ( ) رسم برای   
نسبت به محور xها قرينه كنيم (انعكاس دهيم): 

 

y كافی است در نمودار f طول  f kx= ( )  برای رسم
تغيير  تابع  دامنۀ  فقط  پس  كنيم.  تقسيم   k بر  را  نقاط 
رسم برای  مثلاً  بود.  خواهد  تغيير  بدون  برد  و  می كند 

y طول نقاط نمودار f را بر ۲ تقسيم می كنيم  f x= ( )2
(نمودار فشرده تر می شود). 

| باشد، نمودار به صورت افقی فشرده تر می شود. |k >  اگر1

| باشد، نمودار به صورت افقی كشيده تر می شود. |k <  اگر1
y كافی است در نمودار f عرض  kf x= ( )  برای رسم
تغيير  تابع  برد  k ضرب كنيم. پس فقط  را در عدد  نقاط 
| باشد، نمودار به صورت عمودی  |k > می كند. ضمناً اگر1
| باشد، نمودار به  صورت عمودی  |k < كشيده تر و اگر1
 y f x= 3 ( ) نمودار رسم  برای  مثلا ً  می شود.  فشرده تر 

f را در عدد ۳ ضرب می كنيم: x( ) عرض نقاط نمودار 
 y f x= - - +3 2 3( ) حالا به عنوان تمرين، خودتان نمودار

را رسم كنيد.
 به كمک قوانين انتقال و تبديل، نمودار توابع زير را رسم كنيد:

y (الف x== -- -- ++3 1 2| |  

y (ب x== 2 2cos  
y را رسم می كنيم: x= | |  الف) ابتدا نمودار 

SwHn ¾M keH» 1¾ ®¾¾¾¾

nHj¼µº uPw » oMHoM 3 óI£º Æoø
.j¼{ïÂ¶ ¾¹Äo¤ IÀ n¼d¶ ¾M SLvºx¾¾ ®¾¾¾¾¾¾¾¾

¯IM  Sµw  ¾M keH» 2¾ ®¾¾¾¾¾

] رسم می كنيم: , ]0 2p y را در بازۀ  x= cos ب) ابتدا نمودار

 

.j¼{ïÂ¶ oMHoM 2 óI£º Ï¼ö¾ ®¾¾¾¾¾¾

.j¼{ïÂ¶ oMHoM 2 óI£º Æoø¾ ®¾¾¾¾¾¾¾

كنيم سپس  رسم  را   f x( ) نمودار ابتدا  است  كافی   ، y f x= | ( ) | نمودار رسم  برای 
قسمت هايی از نمودار را كه زير محور xها  قرار دارند نسبت به محور xها قرينه می كنيم. 

| همواره نامنفی است. ( ) |f x زيرا می دانيم حاصل 
y را رسم كنيد. x== --| |2

4  نمودار تابع
y را رسم كرده سپس قسمت پايين محور xها را نسبت  x= -2

4  ابتدا نمودار
به اين محور قرينه می كنيم:

Þ

هرگاه تابع f به  صورت مجموعه ای از زوج مرتب ها داده شود، اين تابع وقتی يک به يک 
است كه هيچ دو زوج مرتب متمايزی، عضو دوم مساوی نداشته باشند. از نظر هندسی،  
نمودار يک تابع وقتی يک به يک است كه هر خط افقی دلخواه، نمودار را در بيش از يک 
نقطه قطع نكند. مثلاً تابع شكل (۱) يک به يک نيست ولی تابع شكل (۲) يک به يک است.

شكل (۲)شكل (۱)

اگر دامنه اش را محدود  f در دامنه اش يک به يک نيست ولی  تابعی مانند  اوقات  گاهی 
  f در دامنه اش يعنی x x( ) | |= - 2 كنيم، يک به يک می شود. به عنوان مثال تابع
تابع  ) محدود كنيم،  , ]-¥ 2 يا   [ , )2 + ¥ به را  اگر دامنۀ آن  نيست ولی  يک به يک 
يک به يک خواهد شد. (البته در هر زيرمجموعه ای از اين دو بازه هم، f يک به يک است.) 
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) يا هر زير مجموعه ای  , ]-¥ a ] يا  , ]a +∞ y به ازای  x a= −| |   تابع 
از اين دو مجموعه، همواره يک به يک است.

 ( , ]-¥ -b
a2 ] يا , )- + ¥b

a2 y اگر دامنه را به  صورت ax bx c= + +2  در سهمی

يا هر زيرمجموعه ای از اين دو مجموعه محدود كنيم، تابع يک به يک خواهد شد.

 f را بررسی كنيد. اگر f x x x( ) == -- ++2
2 3  يک به يک بودن يا نبودن تابع

يک به يک نبود، دامنۀ آن را طوری محدود كنيد كه يک به يک شود.
 بهتر است نمودار تابع را رسم كنيم و از روی آن، وضعيت يک به يكی تابع را 

y x x= - +2
2 3 بررسی كنيم: 

x b
a

yS = - = = ¾ ®¾¾¾¾ = - + =
2

2

2 1
1 1 2 1 3 2

2

( )
( ) ÍMIU nj

´ÃÀjïÂ¶ nHo¤ Þ S
1

2
 

بازه های در  ولی  نيست  يک به يک  در  f تابع  پس 
) يا هر زيرمجموعه ای از اين دو بازه،  , ]-¥ 1 ] يا , )1 + ¥
 [ , ]-¥ 0 ] يا  , ]2 +¥ يک به يک خواهد بود. (مثلاً در بازۀ 

يک به يک است.)

اگر در تابع f جای x و y ها را با هم عوض كنيم وارون f به دست می آيد.
 f - =1

2 1 4 3 6 5{( , ) , ( , ) , ( , f باشد، آن گاه {( = {( , ) , ( , ) , ( , )}1 2 3 4 5 6 مثلاً   اگر
می باشد.

g باشد، آن گاه  = {( , ) , ( , ) , ( , )}2 7 1 9 3 7 هم چنين اگر
-g خواهد بود. ولی اگر  =1

7 2 9 1 7 3{( , ) , ( , ) , ( , )}
f خودش يک تابع است ولی -1 دقت كنيد واضح است كه

g-1 تابع نيست (دو زوج مرتب مختلف، عضوهای اولشان 

 g يک به يک بود ولی f مساوی است). علت اين است كه
يعنی است.  (معكوس پذير)  وارون پذير   f می گوييم  اصطلاحاً  اين جا  در  نبود.  يک به يک 

f خودش، يک تابع است. با توجه به شكل داريم: -1

Þ
= + ¥ Þ = + ¥

= + ¥ Þ = + ¥

ì
í
ï

îï

-

-

D R

R D
f f

f f

[ , ) [ , )

[ , ) [ , )

2 2

1 1

1

1

 
 

نتايج مهم اين بحث
 تابع f وقتی وارون پذير است كه يک به يک باشد.
f برابر است. -1 f و برد f با دامنۀ -1  دامنۀ f با برد
 y x= خط به  نسبت   f -1 و  f نمودارهای   

(نيمساز ربع اول و سوم) قرينه هستند.

A f A f( , ) ( , )2 3 3 2
1Î Þ ¢ Î -

 

f و نام y را  -1 برای اين كار ابتدا x را برحسب y به  دست می آوريم و سپس نام x را به y يا
به x تغيير می دهيم. البته حواستان باشد اول بايد بررسی كنيد كه آيا f يک به يک است يا خير.
x بررسی كرده سپس  ³³ --5 f را با شرط x x( ) ( )== ++ 5

2  وارون پذيری تابع
ضابطۀ تابع وارون را در صورت وجود به دست آوريد.

 با رسم نمودار تابع، متوجه می شويم كه تابع f با 
x يک به يک است: ³ -5 دامنۀ

·»nH»  ÍMIU  ¸TÎIÄ nm]Þ = + ¾ ®¾¾ + =³-y x x yx( )5 5
2

5
 

Þ = - ¾ ®¾¾¾¾¾¾ = -x y y x5 5.´Ã¹¨ïÂ¶ Æ¼ø Hn IÀï´wH ·»nH» ÍMIU  

 تركيب هر تابع با تابع وارون خود برابر x می شود:

( ) ( ) ,fof x x x D
f

- = Î -
1

1

( ) (x) x , x Df of f
- = Î1

( ) ( ) ( ) ( )fof x f of x- -¹1 1 پس در حالت كلی به علت اختلاف در دامنه ها: 

g وارون يكديگرند. x x( ) ==
--
1

2
f و x x( ) == ++1

2  تحقيق كنيد توابع

f برقرار است؟ g x x( ( )) == الف) برای كدام مقادير x رابطۀ 

برقرار است؟ g f x( ( )) x== ب) برای كدام مقادير x رابطۀ 
gof هر دو برابر x شوند به اين معنا است كه f و g وارون يكديگرند:  اگر حاصلfog و

( ) ( ) ( ( )) ( )

( ) ( ) ( ( ))

fog x f g x f
x

x

x x

gof x g f x g

= =
-

=

-

+ = - + =

= =

1

2

1

1

2

2 2 2

(( )1
2

1

1
2 2

1

1x
x x

x+ =
+ -

= =

ì

í

ï
ïï

î

ï
ï
ï  
Þ f و g وارون يكديگرند.  
( ) ( ) { }fog x x x D xg= Þ Î Þ Î - 2 الف)  

( ) ( ) { }gof x x x D xf= Þ Î Þ Î - 0 ب) 

g باشند، با محاسبه نشان دهيد كه:  x x( ) == ++ 2 f و x x( ) == --4 3  اگر

( )gof f og-- -- --==1 1 1  
gof را y بناميم، خواهيم داشت:  اگر

y gof x g f x g x x x= = = - = - + = -( ) ( ) ( ( )) ( )4 3 4 3 2 4 1  

Þ = - Þ = + Þ =
+y x x y x y

4 1 4 1
1

4
 

.´Ã¹¨ïÂ¶ Æ¼ø Hn IÀï´wH → = + → = +−y x gof x I1

4

1

4

1( ) ( )
 

y f x x x y x y f x

y g x x x y g x

= = - Þ = + Þ =
+

Þ = +

= = + Þ = - Þ = -

-

-

( )

( )

4 3 4 3
3

4

3

4

2 2 2

1

1

ìì
í
ï

îï

Þ =
- +

= +- -f og x x II1 1 2 3

4

1

4

( ) ( )  
( ) , ( ) ( )II I gof f og¾ ®¾¾¾ =- - -1 1 1  
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